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Seção 82

Conteúdo da Seção

 Matrizes
– Operações com matrizes
– Tipos especiais de matrizes

 Determinantes
– Co-fator
– Inversão de matrizes

 Sistema de Equações Lineares
– Regra de Cramer



Seção 83

Sobre Matrizes

 Matrizes são formas reduzidas e organizadas de 
se  representarem quantidades e dimensões de 
grandezas, entre outros.

 Uma matriz especial é denominada vetor e serve 
para representar um ponto no espaço Rn.

 As matrizes são usadas na resolução de 
sistemas de equações lineares.

 Ajudam a identificar pontos de máximo e mínimo.



Seção 84

Matrizes
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Seção 85

Matrizes
Exemplos
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Seção 86

Matrizes
Vetor Coluna e Vetor Linha
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Seção 87

Matrizes
Matriz Linha e Matriz Coluna

Matriz Linha ou Vetor Linha Matriz Coluna ou Vetor Coluna
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Seção 88

Matrizes
Adição e Subtração

 Só podemos somar ou subtrair matrizes com as 
mesmas dimensões, isto é, com o mesmo 
número de colunas e mesmo número de linhas.

 Essa operação é feita da soma ou subtração dos 
elementos correspondentes das duas matrizes.

 A matriz resultado tem as mesmas dimensões 
das matrizes originais.



Seção 89

Matrizes
Adição e Subtração - Exemplo 
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Seção 810

Matrizes
Adição e Subtração - Exemplo
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Seção 811

Matrizes
Multiplicação por um Escalar

 A multiplicação de uma matriz por um escalar 
produz uma matriz com mesma dimensão da 
matriz original.

 A operação é efetuada pela multiplicação do 
escalar por cada elemento da matriz.



Seção 812

Matrizes - Multiplicação por um 
Escalar Forma Geral
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Seção 813

Matrizes
Multiplicação por um Escalar - Exemplo
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Seção 814

Matrizes
Produto Interno

 Quando um vetor linha (1 x n) é multiplicado um vetor 
coluna (n x 1), o resultado é um escalar denominado 
Produto Interno.

 O Produto Interno é a soma dos produtos dos i-ésimos 
elementos de cada matriz (vetor). 

 O Produto Interno deve ser efetuado por matrizes linha e 
coluna de mesma dimensão.

 A ordem das matrizes na multiplicação é relevante para 
obtenção do resultado.



Seção 815

Matrizes
Produto Interno

 Seja A um vetor linha com n elementos e B um 
vetor coluna com n elementos.

 O Produto Interno W é dado por:
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Seção 816

Matrizes
Produto Interno - Exemplo

 Calcule o produto interno dos vetores A e B:
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Seção 817
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Matrizes
Produto de Vetores

 A multiplicação de um vetor coluna (n x 1) por 
um vetor linha (1 x n) resultado em uma Matriz 
(n x n) na forma abaixo.
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Seção 818

Matrizes
Produto de Vetores - Exemplo
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Seção 819

Matrizes
Produto de Matrizes

 Nem todas as matrizes podem ser multiplicadas entre si. 

 A ordem da multiplicação é importante.

 A segunda dimensão da primeira matriz (nº de colunas) 
deve ser igual à primeira dimensão da segunda matriz (nº 
de linhas) para que a multiplicação seja possível.



Seção 820

Matrizes
Produto de Matrizes

 A matriz resultado terá o número de linhas da primeira 
matriz e o número de colunas da segunda matriz.

 A multiplicação de matrizes pode ser vista como uma 
série de produtos internos.



Seção 821

646334 ××× =× CBA
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Matrizes: Produto de Matrizes  
Dimensão do Resultado



Seção 822

Matrizes
Produto de Matrizes
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Seção 823

Matrizes
Produtos de Matrizes - Forma Geral

 Sejam A = [aij]m x n e B = [bij]n x p , então C = A x B é 
dada por
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Seção 824

Matrizes
Produto de Matrizes - Exemplo

 Dadas as matrizes abaixo, calcule B x C

3x33x22x3

3x2323
011

2x320
12
21

  DCBCB =×⇒







−

−
=
















−=

















−×+××+−××+×
−×+×−×+−×−×+×−

−×+××+−××+×
=

)32()00()22()10()32()10(
)31()02()21()12()31()12(

)32()01()22()11()32()11(

3x3D



Seção 825

Matrizes
Produto de Matrizes - Exemplo

 Dadas as matrizes abaixo, calcule C x B
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Seção 8

Multiplicação de Matrizes
Usando Excel

26

1. Posicione na célula D8
2. Inserir a fórmula     =MATRIZ.MULT(B2:C3;H2:I3)
3. Marcar as células de D8:E9
4. Pressione F2 e, em seguida, pressione CTRL+SHIFT+ENTER



Seção 827

Matrizes - Representação de 
Sistema de Equações

 Dados os sistemas de equações abaixo, 
desenvolva as suas representações matriciais.
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Seção 828

Matrizes - Representação de 
Sistema de Equações
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Seção 829

Matrizes - Representação de 
Sistema de Equações
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Seção 830

Matrizes
Produto de Matrizes - Propriedades

 Embora a seqüência em que duas matrizes são 
multiplicadas afete o resultado, a ordem em que  
três matrizes são multiplicadas não afeta o 
resultado.

qppnnmqppnnmqppnnm CBACBACBA ××××××××× == )()(



Seção 831

Matrizes
Exercícios Propostos

 Dadas as matrizes abaixo, determine A x B e B x A.
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Seção 832

Matrizes
Exercício - Solução A x B
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Seção 833

Matrizes
Matriz Diagonal

 Matriz quadrada, cujos elementos que não 
pertencem à sua diagonal principal são todos 
nulos.
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Seção 834

Matrizes
Matriz Identidade 

 Matriz diagonal que tem todos os elementos  
não-nulos iguais a um.
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Seção 835

Matrizes
Matriz Nula

 Matriz m x n com todos os elementos iguais a 
zero.
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Seção 836

Matrizes
Matriz Transposta

 A transposta de uma matriz A, m x n é uma 
matriz n x m denotada por A’, ou por At, cujas 
linhas são as colunas de A, e as colunas são as 
linhas de A.
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Seção 837

Matrizes
Matriz Transposta - Exemplos
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Seção 838

Matrizes
Matriz Transposta - Exemplos
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Seção 839

Matrizes
Matriz Simétrica

 Dizemos que uma matriz quadrada é simétrica se 
esta for igual à sua transposta.

 Exemplo:

 Como A = A’, dizemos que A e A’ são simétricas.
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Seção 840

Matrizes
Matriz Transposta - Propriedades

( ) mnmnmnnmnmnm CBACBA ×××××× ±±=±± ''''

( ) mnnppqqppnnm ABCCBA ×××××× ××=×× ''''



Seção 841

Determinante de uma Matriz

 O determinante é o escalar obtido dos elementos 
de uma matriz quadrada mediante operações 
matemáticas especificadas.

 Para uma matriz 2 x 2, temos:
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A ×−×==



Seção 842

 Determinante de uma Matriz 
Exemplo

 Para a matriz

temos: 
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Seção 843

Determinantes
Matriz 3x3

 Para uma matriz de 3x3, devemos calcular o 
determinante da seguinte maneira:
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Seção 844

Determinantes
Matriz 3x3 - Exemplo

 Calcule o determinante da matriz 
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Seção 845

Determinantes
Matriz 3x3

 Uma regra fácil para calcular o determinante de 
uma matriz de 3x3:
1. Duplicação das duas primeiras linhas ou 

colunas da matriz.
2. Multiplicação dos elementos das diagonais 

principais e sua soma.
3. Multiplicação dos elementos das diagonais 

secundárias e sua soma.
4. Subtração dos valores obtidos em 2 e 3.



Seção 846

Determinantes
Matriz 3x3 – Passo 1
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Seção 847

Determinantes
Matriz 3x3 – Passo 2

240618)054()312()613( =−+=×−×+×−×−+××























−−
−

−−
−

115
423
603
115

423

ou














−−−

−−

03603
15115
23423



Seção 848























−−
−

−−
−

115
423
603
115

423

ou














−−−

−−

03603
15115
23423

Determinantes
Matriz 3x3 – Passo 3

7260012)256()310()413( =++=−×−×+×−×+××



Seção 849

Determinantes
Matriz 3x3 – Passo 4

 Subtração dos Valores dos passos 2 e 3

det 24 72 48A = − = −



Seção 850

Determinantes
Cofator do Elemento de uma Matriz

 Seja        a matriz (n - 1) x (n - 1) obtida eliminando-se a 
    i-ésima linha e a j-ésima coluna da matriz  

ijM
nnA  x 





















=

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...
::::

...

...

21

22221

11211

M

a a a
a a a

a a a

n

n

n n nn

11

11 12 1

21 22 2

1 2

=



















...

...
: : : :

...



Seção 851

Determinantes
Cofator do Elemento de uma Matriz

 O cofator do elemento aij  de uma matriz será 
dado por

ij
ji

ij MC +−= )1(



Seção 852

Determinante da Matriz 
e Cofatores

 Em termos da linha i

para toda linha i = 1, 2, 3, …, n

ij
ji

n

j
ijij

n

j
ijnxn

MaCaA +

==
−== ∑∑ )1(

11
  



Seção 853

Determinante da Matriz 
e Cofatores

 Em termos da coluna j

para toda coluna j = 1, 2, 3, …, n

ij
ji

n

j
ijij

n

j
ijnxn

MaCaA +

==
−== ∑∑ )1(

11
  



Seção 854

Determinantes
Matriz 3x3

113223331221132231

312312133221332211

333231

232221

131211

det
aaaaaaaaa

aaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa

A −−−
+++

==

3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11det

aa

aa
a

aa

aa
a

aa

aa
aA +−=



Seção 855

Determinante da Matriz 
e Cofatores - Exemplo

 Calcule o determinante da matriz



















−
−

−

=

1650

04  3  4

25  02

14  23

A



Seção 856

2

3 4 5

3 2   4 1
0 5   2

2 0   5 2
det 3 ( 1) 3   4   0

4   3   4 0
5 6 1

0 5 6 1

2 5 2 2 0 2 2 0 5
( 2) ( 1) 4 4 0 4 ( 1) 4 3 0 1 ( 1) 4 3 4

0 6 1 0 5 1 0   5 6
3 ( 19) 2 (20) 4 ( 34) 1 ( 104) 49

A

−

= = ⋅ − − +
−

−
−

+ − ⋅ − − + ⋅ − + ⋅ − −
− −

= ⋅ − + ⋅ + ⋅ − − ⋅ − = −

Determinante da Matriz 
e Cofatores - Exemplo



Seção 857

Determinantes
Propriedades

 O determinante de uma matriz é igual ao da sua 
transposta: |A| = |A’|.

 Se todo elemento de uma linha ou coluna de uma matriz 
é igual a zero, então o determinante dessa matriz é igual 
a zero.

 O determinante do produto de duas matrizes é igual ao 
produto dos determinantes das duas matrizes, isto é,  |
AB| = |A||B|.



Seção 8

Determinante no Excel
Exemplo

58



Seção 859

Determinantes
Exercícios Propostos

 Calcule o determinante das seguintes matrizes



















−
=

















−
−=

1215

231

4024

231

264

580

113

x

x

xx

BA



Seção 860

Inversa de uma Matriz

 Se, para uma matriz quadrada An x n , existir outra 
matriz quadrada Bn x n , tal que

então, diz-se que B é a recíproca ou a inversa 
de A, denotando-se por

 nn  nn  nn  nn  nn ABIBA xxxxx ==

11    ou  −− == BAAB



Seção 861

Inversa de uma Matriz 2x2

IABAB =⇔= − 1









=
















10

01

2221

1211

2221

1211

bb

bb

aa

aa









=








++
++

10

01

....

....

2222122121221121

2212121121121111

babababa

babababa



Seção 862

Inversa de uma Matriz
Exemplos

 Calcule a inversa das seguintes matrizes:

1.

2.









=

31

52
A








 −
=

13

22
B



Seção 863

Inversa de uma Matriz
Solução

 Pela definição de matriz inversa, devemos ter

 Considere









=

31

52

       

       
A

IAA =⋅ − 1









=−

c    d

a    b
A 1



Seção 864

Inversa de uma Matriz
Solução

 









=








⋅








10

01 

31

52 

      

      

 c    d

 a    b

     

    









=








++
++

10

01

33

5252

      

        

dc        b   a

d  bc     a 



Seção 865

Inversa de uma Matriz
Solução

 










−=⇒=+
−=⇒=+

=+
=+

(IV) 3113

(III)  303

(II)      052

(I)      152

d         b    d b

c         a    c a

                           d b

                             c a



Seção 866

Inversa de uma Matriz
Solução

 Substituindo (III) em (I)
 2(–3c) + 5c = 1 ⇒ –6c + 5c = 1 ⇒ c = –1 ⇒ a = 3 

 Substituindo (IV) em (II)
2(1 – 3d) + 5d = 0 ⇒ 2 – 6d + 5d = 0 ⇒ d = 2 ⇒ b = –5

 Logo 









−

−
=−

21

53
1

      

      
A



Seção 867

Inversa de uma Matriz
Solução

 Pela definição de matriz inversa, devemos ter

 Considere

IBB =⋅ − 1









=−

c    d

a    b
B 1








 −
=

13

22

       

    
B



Seção 868

Inversa de uma Matriz
Solução

 









=








⋅







 −
10

01 

13

22 

      

      

 c    d

 a    b

       

  









=








++

−−
10

01

33

2222

      

        

dbc        a 

d  bc     a 



Seção 869

Inversa de uma Matriz
Solução

 










−=⇒=+
−=⇒=+

=−
=−

(IV)3113

(III) 303

(II)     022

(I)    122

b         d    d b

a         c    c a

                           d b

                             c a



Seção 870

Inversa de uma Matriz
Solução

 Substituindo (III) em (I)
2a – 2(–3a) = 1 ⇒2a + 6a = 1⇒ a= 1/8 ⇒c= –3/8

 Substituindo (IV) em (II)
2b – 2(1 – 3b) = 0 ⇒ 2b – 2 + 6b = 0 ⇒ b = 1/4 ⇒  
d = 1/4

 Logo 








−

=−

4/18/3

4/18/1
1

     

         
B



Seção 8

Matriz Inversa
Teorema

 Se uma matriz A tem inversa, então:
( )

1 1 ( )
det

adj− =A A
A

11 12 13

21 22 23

31 32 33

( ) t

tC C C
adj C C C C

C C C

 
 = =  
  

A

( 1)i j
ij ijC M+= −

11 12 1

21 22 2
11

1 2

...

...
: : : :

...

n

n

n n nn

a a a
a a a

M

a a a

 
 
 =
 
 
 

71



Seção 872

Matriz Inversa
Propriedades

 A inversa da inversa é a matriz original: [A-1]-1 = A
 O determinante da inversa de uma matriz é igual ao 

recíproco do determinante da matriz original:
|A-1|=1 / |A|

 A inversa da transposta de uma matriz é igual à 
transposta da inversa da matriz.

[A’ ]-1= [A-1]’ 
 A inversa do produto de duas matrizes é igual ao produto 

de suas inversas:
[AB]-1 = B-1 A-1 



Seção 8

Inversão de Matrizes
Usando Excel

73

1. Posicione na célula G1
2. Inserir a fórmula     =MATRIZ.MULT(A1:D4)
3. Marcar as células de G1:J4
4. Pressione F2 e, em seguida, pressione CTRL+SHIFT+ENTER



Seção 874

Sistemas de Equações Lineares 

 A resolução de sistemas de equações lineares 
pela álgebra matricial é chamada de Regra de 
Cramer.

 Forma algébrica:

2 =     4 3

1  =  5     2

13  =         2  3  

−−+−
++−

+

zyx

zyx

yx



Seção 875

Sistemas de Equações Lineares 

 Primeiro passo: transformar o sistema da forma 
algébrica para a forma matricial.

 Forma matricial:

















−
=
















×

















−−
−

2

1

13

  

143

512

023

z

y

x



Seção 876

1-43-
512-
023
2-43-

112-
1323

=z

1-43-
512-
023
1-2-3-
512-
0133

 =y

Sistemas de Equações Lineares
Solução - Regra de Cramer

 Os valores das variáveis são determinados da 
seguinte forma:

1-43-
512-
023
1-42-
511
0213

=x



Seção 877

Sistemas de Equações Lineares
Solução - Regra de Cramer

 Como

pode-se resolver o sistema pela Regra de Cramer.
 Calculando-se os determinantes, temos:

097
1-43-

512-
023

≠−=

97
2-43-
112-

1323
−=194

1-2-3-
512-
0133

−=291
1-42-

511
0213

−=



Seção 878

Sistemas de Equações Lineares
Solução - Regra de Cramer

 Logo,

 Se o determinante da matriz dos coeficientes for 
igual a zero, significa dizer que o sistema não tem 
solução única e a Regra de Cramer não pode ser 
usada.

1e23 ===    z   ,  yx



Seção 879

Sistemas de Equações Lineares
Solução - Regra de Cramer

 Resolva o sistema linear








−=−−
−=+−

=−+

52

72

93

zyx

zyx

zyx



Seção 880

Sistemas de Equações Lineares
Solução - Regra de Cramer

 Primeiro passo: obter a forma matricial.
















=
















×

















5-

7-

9

  

1-2-1

21-1

1-13

z

y

x



Seção 881

Sistemas de Equações Lineares
Solução - Regra de Cramer

 Segundo passo: calcular o determinante da 
matriz dos coeficientes.

 Como o determinante é diferente de zero, 
podemos resolvê-lo pela Regra de Cramer.

3 1 1
det 1 1 2 19

1 2 1
 

−
= − =

− −



Seção 882

Sistemas de Equações Lineares
Solução - Regra de Cramer

 Terceiro passo:

121
211
113
521
711
913

    

121
211
113
151
271
193

    

121
211
113
125
217
119

−−
−

−
−−
−−

=

−−
−

−
−−

−
−

=

−−
−

−
−−−

−−
−

= zyx

1 4 2x   y       z= = = −



Seção 883

Exercícios Propostos

 Bibliografia Básica
– Livro-texto 1 

• Exercícios 1-28, páginas 328-340;
• Exercícios 1-14, páginas 346-360.



Seção 884

Bibliografia

 Básica
– Livro-texto 1 

• Capítulo 13 – Matrizes e Determinantes, páginas 326-340;
• Capítulo 14 – Sistemas de Equações Lineares, páginas 341-

361.
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