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2 - Derivadas

Considere um carro se movendo de acordo com o grafico abaixo, onde a posicdo, y, é
medida em quildmetros e o tempo, x, € medido em horas:

>
y=15 y=55 y=95 y=135 y=175

- A posigéo inicial do carro € o km 15;
- A cada intervalo de 1 hora, o carro se desloca 40km.

- Podemos encontrar a posigéo ) em fungéo do tempo X:
y=yx) =15+ 40x

Qual a taxa de variagcao do espaco percorrido por unidade de tempo? Ou ainda: qual a
velocidade do carro?

Ax=1-0=2-1=3-2=4-3=1

Ay=55-15=95-55=135-95=175-135= 40

Para dois instantes quaisquer, digamos x=2 e X=3 teremos as posi¢des correspondentes

y=95 e y=215. Portanto,
Ax=5-2=3
Ay=215-95=120

A_y: @: 40
Ax 3

mede a taxa de variacdo do espaco percorrido por unidade de tempo ou ainda, a
velocidade do carro.

2.1 - Taxa média de variacao

Seja ¥ uma fungdo definida num conjunto D e x; e x, dois pontos de D. Quando a
varidvel x passa do valor Xx; para o valor X, sofrendo uma variacdo Ax = x, — x;, o
correspondente valor da fungdo passa de f(x;) para o valor f{x;) sofrendo, portanto, uma

variagdo Ay = f(x3) - f(x1).

1_.‘ = = - -
[ A
. .

X X X

b
-
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AX = X2— XJ
Ay = f(x2) - fix)
O quociente

by _ fG)- f(x)

Ax X, = X

recebe o nome de taxa média de variacdo da fungédo ) :f(x) quando X passa do valor Xx;
para o valor X.

Exemplo: 1) Seja f(x) = 3x+1, com x real. Calcule a taxa de variagdo média de f(x) em relagdo

a x no intervalo: (a) [3, 5] (b) [3, 3,1]

(c) [3, 3,01] (d) [3, 3,001]
Exemplo: 2) Seja f(x) = x*+1, com X real. Calcule a taxa de variagdo média de f(x) em relagdo
a x no intervalo: (a) [1, 2] (b) [1, 1,1]

(c) [1,1,01] (d) [1, 1,001]
Exemplo: 3) Seja f(x) = x*+3x+1, com x real. Calcule a taxa de variagdao média de f(x) em
relagdo a x no intervalo: (a) [2, 4] (b) [2, 2,1]

(c) [2,2,01] (d) [2, 2,001]

Exemplo: 4) Seja f(x) = x3>+1, com x real. Calcule a taxa de variagdo média de f(x) em relagdo
a x no intervalo: (a) [-1, 5] (b) [-1, -1,1]

(C) [_11 _1101] (d) [_11 _11001]

2.2 - Derivada de uma fungcao num ponto

A taxa de variagdo instantanea do espaco percorrido € a velocidade instantanea, dada

por:
A =x —XJ & xX=x;+t Ax
Ay = f(x) - flx)) = flxi + Ax) — f{x))

+ -

lim 32 = g L P20 S()
Ax- 0 Ax Ax- 0 AX

O limite, lim A_y = lim J(x + bx)- f(x)
bx- 0\ x Ax-0 A x

quando existe, recebe 0 nome de derivada da fungﬁofno ponto X7; .
Exemplo: 5) Seja f(x) = 3x+1, com x real. Calcule a taxa de variagdo instantdnea de f(x) em
relacdo a x no ponto: (a) x = -1 (byx=1 (c)x=-3 (d)x=3

Exemplo: 6) Seja f(x) = 3x+1, com x real. Calcule a taxa de variacdo instantanea de f(x) em
relagao a x no ponto: (a) x = -1 (byx=1 (c)x=-3 (dyx=3

Exemplo: 7) Seja f(x) = x*+3x+1, com x real. Calcule a taxa de variacdo instantanea de f(x) em
relacdo a x no ponto: (a) x = -1 (byx=1 (c)x=-3 (dyx=3
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Exemplo: 8) Seja f(x) = x>+1, com x real. Calcule a taxa de variacdo instantanea de f(x) em
relagdo a x no ponto: (a) x = -1 (byx=1 (c)x=-3 (d)x=3

Exemplo: 9) Seja f(x) = x*+1, com x real. Calcule a taxa de variacdo instantanea de f(x) em
relagdo a x num ponto genérico.

Exemplo: 10) Seja f(x) = x*>+1, com x real. Calcule a taxa de variacdo instantanea de f(x) em
relagdo a x num ponto genérico.

2.3 - Fungao derivada

Sejafuma funcdo derivavel em todo ponto X de um intervalo aberto /. A fungdo definida

S (x)= im 2 < i SO AD) - f()

Ax- 0 Ax Ax- 0 Ax

por

é chamada de derivada da fungﬁofno ponto x

2.3.1 - Interpretacdo geomeétrica

secante |

Notagdes para a fungao derivada

m S f(x)

dy _ Ay
= — = lim —
yE Dy=f'(x)= lim e lim o

Regras de derivagdo

Funcao simples Derivada
1) fx)=k f(x)=0

f(x)=k
f(x+Ax)=k

fxtbx)- f(x)=0
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S0 S

Ax
Ctim, LOFADTS@. g0 00 =0
x — Ax X —
2) Jfix)=x =1
f(x)=x

f(x+t+Ax)=x+A0x
f(xtAx)- f(x)=x+D0x-x=A0x
[t bx)- () | bx

Ax Ax
T YPAGAILEI MVAC) R PR T B e T
A Ax A
B) fx)=x fx)=2x

f(x)=x°
f(x+Ax)= (x+Ax)* = x>+ 2xAx+ Ax’
Fx+Ax)- f(x)= x>+ 2xDx+ Ax® - x> = 2xAx+ Ax® = Ax(2x+ Ax)

St Ax)- f(x) _ Ax(2x+ Ax) _

2x+ Ax
Ax Ax
Axli_n,lo f(x'l' AAX)_ f(X):Axmo(zx'l' A)C) =2y i f,(x) - 2y
X
4  flx)=x f(x) =3

f(x)=

flx+Ax)= (x+A0x)° = x*+ 3x°DAx+ 3xAx* + Ax’

F(x+bx)- f(x)= x>+ 3x’Ax+ 3xAx* + Ax’ - x° = 3x°Ax+ 3xAx* + Ax’

f(x+Ax)- f(x)= Ax(3x> + 3xAx+ Ax?)

f(x+bx)- f(x)  Ax(3x*+ 3xDx+ Ax*) _
Ax i Ax i

. fxtbx)- fx)_ . _ o
o imy Ly —Axh_r’no(3x2 +3xAx+ Ax*)=3x> 0 f'(x)=2x

(5) S =x [ =nx!

3x% 4 3xAx+ Ax?
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(5) ) =x ) = ax
©) fix)=¢ fx)=¢
, 1
(7)  Jix) =Inx S ==
S fix)=a f'(x) =alna
9) flx) =senx f'(x) =cos x
(10) f(x) = cosx f(x) =-senx
(11) fix) =tgx f(x) = sec’ x
Exemplo: 11) Calcular a fungao derivada de
(@ y=3 ) y=x
(€ y=x+1 @ y=x
(e)y=x"-5x +1 Hy=x +3x"—4x
(g)y =x° (h) y=x"- x-7x —4x
(i) y=x' G) y=x"
(k) y=x" )y =x""

Exemplo: 12) Calcule a derivada das seguintes fungdes nos pontos sugeridos:
1. f(x) =|x|parax=0ex =2

Ox+ 2, para x< 3
2. f(x)=1 nospontos Xx=0,x=3ex=6
Nx+ 5, para x> 3

Se uma funcdo é continua em um ponto, isso ndo implica dizer que ela tem derivada
nesse ponto.

Se uma fungdo tem derivada em um ponto, isso implica em dizer que a fungdo é continua
nesse ponto.

Funcao composta Derivada
(12) fix) = u(x) + v(x) Sx)=u'(x) +v'(x)
(13) fix) =u(x) —v(x) Sx)=u'(x) =v'(x)
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(14) f(x) =u(x) . v(x) S) =u'(x) v(x) +ux) v'(x)
(15) f(x) =k.ux) fx)=k.u'(x)
u(x) ] u' (x)v(x) - u(x).v'(x)
a6 f9 =" f ) = e

Exercicios: 1) Calcular a derivada de cada uma das fung¢oes seguintes, nos pontos
indicados.

Wfe) =5 x=4 Ofe) =1, x=-2

(3)flx) =2x+5 x=-3 4) flx) =1-x°, x=0

(5) fix) = x* + 4, x=% (6) f(x) = 3¢ + 10x- 5, x =4

(7) Seja f(x) = % , Xt 0, com x real. Ache a taxa de varia¢do instantinea de y
em relagdo a x para: (a) x; = 1 (b) x; =-1

(8) Seja f(x) = xLZ , x* 0, com x real. Ache a taxa de varia¢do instantinea de y

em rela¢do a x num ponto genérico.

(9) Dada a funcdo f(x) = x°+3x+2 , com x real.
(a) Ache a inclinagdo da reta tangente a curva (ao grafico) num ponto genérico.
(b) Use o resultado da parte (a) para achar a inclina¢do da reta tangente a
curva no ponto (2, 12).

1
(10) Dada a fungdo f(x) = — , x* 0, com x real.
X

(a) Ache a inclinagdo da reta tangente a curva (ao grafico) num ponto (1, 1).
(b) Achar a inclinagdo da reta tangente a curva num ponto genérico.

(11) Dada a funcio f(x) = x*+3x+2 , com x real, ache a equacdo da reta
tangente a curva (ao grdfico) no ponto (1, 6).

(12) Ache a derivada em relagdo a x da fungdo f(x) = x°-x+2 .
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(X’ - x)(x*+ x) .

(13) Ache a derivada em relagdo a x da fungdao f(x)

3
X - X

(14) Ache a derivada em relagdo a x da fungdo f(x) = ¥ z 0,- 1.
X't x
(15) Ache a derivada em relagdo a x da fun¢do f(x) = ~x’-x .
_ 1
(16) Ache a derivada em relagdo a x da func¢do J(¥) = s
X'+ x

Exercicios: 2) Calcular a derivada de cada uma das fungoes seguintes.

(1) fix) =5 2)flx) =2x+ 5

(3) fix) =x" + 4 @) fx) =1-x°

(5) fix) = 35" + 10x— 5 (6) fix) = 5x'— 8° + 3 + 10x— 5

(7) f(x) = (10x = 5)(2x = ) (8) fix) = (3> + 10x — 5)(x* + 4)

(9) f) = (* =35)(x* +4)

(10) f6) = (4~ 35 + 32— 105~ 5)(x — 55 + 32— + )

1_
(1) fi) = (12)f6) =
(13) fo = X1 (1) fo = X XH
x“+1 x -x-1

1s)y flx) =x"-3x"+6x -8 + 10x -3

(16) flx)=5¢e +2¢” (17) fix)=2Inx+5 -3

(18) f(x) =5senx-4cosx (19) f(x) = sen x cos x

(20) fix) = (S:Zr;i (21) f(x) =€ senxInx cosx
e’ sen x

(22) f(x) =

In xcos x
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23)  f{x) = 8x’ sen x + 10x cos x — 3 sen x cos x

7x° sen x + 8x2 cosx

24 x) =
e ) x?cosx- 3x* senx
e senx- Incosx
25) x) =
/&) 10" cosx+ 15%¢"
()c5 - )c)(x3 -1)
6 flx) =

(x7 s x5)(x4 _ xs)

2
x~ - 5x

en fiy) = ﬁ+ (3x- 2)(3- 4x)+

x>+ 5x

4 2
@8  f(x)= §x3 - gxz + 10x+ 50+ 12x%%

4 _ 2
29 fn)=2 61’; " 20, 05008y

(30) fix) = 5e*-10lnx+ x° - 2*
1 3 20 4 3 x x lx “x
(B1) S(x)= - xTx In3- /3x>+ 3"+ Se - 10Inx- ()" -2

2
X Inx

+ —-¢e"cosx-10"senx+ 5 Inx
x+ 4 X

(32) f(x)=

Regra da cadeia: Se f e g sdo fungoes diferenciaveis, entdo a derivada da fun¢do
composta [ (x)= g(h(x)) édada pela formula

J'(x) = g'(h(x))x h'(x)
Sez =f(y) ey = h(x), entdo:

dz _ dzx dy
dx dy dx
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Exercicios: 3) — Calcular a derivada das seguintes fungoes:

(1)

(2)
(3)
(4)

(3)

(6)

(7)
(8)
9)
(10)
(11)

(12)

f(x)= (x+3)°

f(x)=3.e>"
fx) =2x + 4x 7

f(x)=312x+ 2); - 5x7°

f(x)= (32x+ 2)2)(5x7)

2x° + 3x
4x*

f(x)=

£(x)= sen(2x" + 3x)

f(x)= sen®x + sen(3x)

f(x)= € + sene”
f(x) = Ssen(x” + 1)

f(x)= In(3x* + 9x + 4)

Use a regra da cadeia para calcular ;j quando:

@ z=3x), sendox =1t ey="~r;

(b) z = 3cost — sin (xy), sendo x = 1/t ey = 3t;

1/3

(c)z=e'"™ sendox =17 ey="=.

damasceno.info
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