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1. Limites

2
X

- 1- f(x) é definida no dominio {xU U /x# 1}.

Considere a fungao y = f(x)=

Fatorando o numerador e cancelando os fatores comuns, obtemos y=xt1, uma forma
simplificada para x# 1.

Portanto, o grafico de ¥= f(x) é areta ¥= xt+1 sem o ponto (1, 2). Embora f (1) ndo esteja
definido, podemos obter valores de f(Xx) muito préximos de 2. Para isto, basta escolhermos para X

valores bem préoximos de 1.
Na proximidade esquerda de x = 1 temos:

YA

x Jfx)

0 1

0,5 1,5 __ 2L _

0,9 1,7 A |
0,99 1,97 X |
0,999 1,997 [

0,9999 1,9997 I
l
Vd
3 —il
Na proximidade direita de x = 1 temos:
Y,
x fx)
2 3

1,5 2,5 __2N_

1,1 2,1 |
1,01 2,01 | |
1,001 2,001 |
1,0001 2,0001 I

7 '4_
-1 1
1.1 Tendéncia de uma variavel.
X X X
1,8 2,5 2,5
1,89 2,1 1,89
1,956 2,04 2,04
1,9934 2,015 1,956
1,9995 2,007 2,007
1,99994 2,0003 1,9995
2.0 2,0 2,0
x » 2,0 x P 2,0 x » 20
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1.2 Limites laterais de uma fungao.

3x+ 4)(x-2
Considere a funcdo y = f(x)= (x—)(;c) f(x) é definida no dominio {xU U /x# 2},
Y-

Fatorando o numerador e cancelando os fatores comuns, obtemos »=3xt+4, uma forma
simplificada para x# 2.

Portanto, o grafico de ¥= f(x) é a reta y=3x+4 sem o ponto (2, 10). Embora f(2) nao
esteja definido, podemos obter valores de f(x) muito préximos de 10. Para isto, basta escolhermos

para X valores bem préximos de 2.
Na proximidade esquerda de x = 2 temos:

X fx)

1 7
1,5 8,5
1,9 9,7

1,99 9,97
1,999 9,997
1,9999 9,9997

Na proximidade direita de x = 2 temos:

x fx)

3 13 I
2,5 11,5 |
2,9 10,3 |
2,99 10,03 I
2,999 10,003 I
2,9999 10,0003 |
|

24—:

Dizemos que a fungdo f(x) =

tem limite 10 quando X se aproxima de 2, por

(Bxt 4)(x-2)
nUmeros maiores ou menores que 2 e escrevemos:

po Gxt - 2)

x - 2 xX-

10

Dizemos que
f{x) fica muito préximo de 10 quando X se aproxima de 2, ou ainda que

f(x) tem limite 10 ( f(x) tende para 10 ) quando X > 2 ( X tende para 2 ).
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Dizemos que
f(x) tem limite lateral a esquerda igual a 10 quando Xx > 2-.

f(x) tende para 10 quando X tende para 2 e X < 2.
f(x) tem limite lateral a direita igual a 10 quando x > 2*.

f(x) tende para 10 quando X tende para 2 e X > 2.

E escrevemos

lim (Bxt 4)(x- 2): 10,
x - 2 x-2
lim Bx+ 4)(x- 2): 10
x - 2 x-2

Alguns limites podem ser encontrados por substituicao direta ou mediante uma simplificagao.

Exemplo 01: Considere a funcdo y = f(x)= 5x+ 2. Entdo
lim - f(x)= lim (Sx+2)=5x2+2=12 (limite lateral a esquerda)
xlidmy S(x)= xliqu (Sx+2)=5x2+2=12 (limite lateral a direita)
xliamz f(x)=xliﬂm2(5x+ 2)=5x2+2=12

8

3

X

Exemplo 02: Considere a fungdo y = f(x)= x?* 2. Observe que

3_
-
X -8 (x-2)(x*+2x+4)
x-2 x-2

x*+2x+ 4

A fatoracdo de x° - 8 pode ser obtida mediante o algoritmo de Ruffini. Veja logo abaixo.

x>-8

lim  f(x): lim_(

x - 2 X-

)= lim (x°+ 2x+ 4)=12 (limite lateral a esquerda)
x - 2

3

lim f(x)= lim (x 8): lim (x*+ 2x+ 4)=12 (limite lateral a direita)
x - 2 x - 2

x - 20 x-

3—
lim ()= lim (C ) Tim (x4 2x+ 4)= 12
x - 2 x - 2 x—z x - 2
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Algoritmo de Briot-Ruffini: Divisdo de x° - 8 por x - 2.

X X’ X C

2 1 0 0 8
2 1 [ (2x140) = 2| (2x240) = 4| (2x4-8) = 0

1 2 4 0

Resultado da divisdo: x?+ 2x+ 4

1.3 Limite de uma fungao.

Dizemos que a fungao f tem limite L quando x se aproxima de a, se o valor de f(x) se aproxima
do namero L.

Denotamos esse fato por: xlima f(x)=L
Também costumamos dizer que
L é o limite de f{x) quando X tende para a.
Dizemos que existe o limite xliflla f(x) quando existem os limites laterais
xliﬁmai f(x) ,xli%m(f f(x) e xliamai f(x) = xl%m(f f(x),
Neste caso, xli}na f(x) = xli}na_ f(x) = xh}nw f(x)

Exemplo 03: Calcule os limites laterais e o limite da funcao f(x) quando x - 0, caso existam.
Ox*-1 se x<0
Il
f(x)=700 se x=0

Ex2+4 se x>0

lim f(x)= lim x*-1z0-1= -1

x - 0 x - 0
lim f(x)= lim x*+4=0+4= 4
x - 0 x - 0
Como xliAmo, f(x)# x1i4m0+ f(x) , entdo xhﬂmo S (*) n3o existe.
Exemplo 04: Calcule o limite da fungdo f(x) quando X -> 0, caso exista.
X
S(x)= —|

| x
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Jx se x2 0
Desde que | x|= , temos que
- x se x<0

lim f(x)= lim ——= lim -1=-1,
x - 0 x - 0 -x x - 0

lim f(x)= lim 2= lim 1= 1, logo
x - 0 x~0+_)(jxa0+

x1%m0 S(X) nszo existe.

1.4 Utilizagdo em Administragao

« Determinacdo de valores maximos e minimos
« Auxilio na confeccao de graficos
« Determinacao do custo e receitas marginais

1.5 Teoremas sobre Limites

(1) Teorema da unicidade:

Se existe tha S(x) , entdo este limite é Unico.

Dada uma funcdo f(x), se Xlifna S(x)=1L ¢ Yli_ma S(x)= L, entso, L,;=L>
Em palavras, sé existe um Unico limite para uma funcdo em um determinado ponto.

(2) Limite da funcao constante:

Se ¢ é uma constante, entdo, para qualquer nimero &, o limite de ¢ quando x tende
para a é igual a ¢

Iim c=c

X - a

O valor do limite para qualquer ponto de uma fungao constantef(x) = ¢ é o proprio valor

de c.
O limite de uma fungdo constante € a propria constante.
Exemplo 05: lim 5=5,; lim 5=35, Im 5=5
x - 3 x - 0 x - -2

(3) Limite da funcao identidade:

O limite da funcdo identidade f(x) X,quando x- a ,éiguala a
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Iim x =a
X = a
x - 3 x - 0 x - -3

(4) Limite da fungao afim:
Se m e b s&do constantes quaisquer, entdo, xliﬁm mxtb =matb

a

O limite de uma funcgdo afim (1° grau) em um determinado ponto é o valor da funcdo no
ponto.

x - 4
lim (-4x+8)= -4x (-3)+ 8= 12+ 8= 20
x - -3

(5) Limite da soma:

O limite da soma é a soma dos limites

lim [f(x)+ g(x)] = lim f(x)+ lim g(x)
Exemplo 07: xlifll4(5X+ 3)= 23

lim (-4x+8)= -8
x - 4

lim [(5x+ 3)+ (-4x+ 8)] = lim (5x+ 3)+ lim (-4x+ 8)
x -~ 4 x - 4 x - 4

23-8=15
(6) Limite da diferenca:

O limite da diferenga é a diferenca dos limites

xlifnu[f(x) - g(x)] = xliﬁma S (x)- xli}na g(x)
Exemplo 08: xlifn4 (5x+3)=23

lim (-4x+8)=-8
x - 4
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lim [(5x+ 3)- (-4x+ 8)] = lim (5x+3)- lim (-4x+ 8)
x - 4 x - 4 x - 4

23- (-8)= 31
(7) Limite do produto:

O limite do produto é o produto dos limites

lim [f(x) x g()] = lim f(x) x lim g(x)
Exemplo 09: xlifn4(5X+ 3)= 23

lim (-4x+8)=-8
x - 4

lim [(5x+ 3)x (-4x+ 8)] = lim (5x+ 3) lim (-4x+8)
x - 4 x - 4 x - 4

23x (-8)= - 184
(8) Limite do produto de uma constante por uma fungao:
lim (k g(x)) = k lim g(x)
E um caso particular do limite do produto, basta fazer f(x) = &k

(9) Limite do quociente:

O limite do quociente é o quociente dos limites:

i L@ SO
coegl) lim g(x)

Exemplo 10: xlifn4(5x+ 3)=23

lim (-4x+8)= -8
4

X -

' 5y + 3 xlipl4(5x+ 3) 23
lim = X -
x - 4-4x+8 lim (-4x+8) -8
x - 4

=-2,875

(10) Limite da poténcia:
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O limite da poténcia inteira [ f(x)]" ¢ a poténcia inteira do limite da fungéo

tim [f(o" = [ lim f(0))

Exemplo 10: xlifll4(5x- 17)=3
lim (5x- 17)5 = [ lim (5x- 17)]5 = 3% =243
x - 4 x - 4

(11) Limite da raiz n-ésima:

O limite da raiz n-ésima 4%/[ f(x)] ¢ a raiz n-ésima do limite da fungdo:

Jim 4[f(0] = gl lim ()]

Exemplo 11: xliqm4(5x‘ 17)=3

lim 3(5x-17)° = [z lim (5x-17)] = ¥/3° = 4243
x - 4 x - 4

Exemplos:

Exemplo 12: Se f(x)= x, temos:

liﬁm3 f(x)

lim x=3
x - 3

lim f(x) = lim x=0

x - 0 x - 0

lim f(x) = lim x=-3
x - -3 x - -3

Exemplo 13: Se f(x) =10, temos:

liﬁm3 f(x)

lim 10=10

x - 3

lim f(x) = lim 10= 10

x - 0 x - 0

lim f(x) = lim 10=10
x - -3 x - -3
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Exemplo 14: Se f(x)=3- x, temos:

lim f(x) = hm (3 x)= lim 3 - lim x=3-3=0
x - 3

x - 3 x - 3

Exemplo 15: Se f(x)= x>+ 5x- 7, temos:

11m f(x) = hm (x +5x-7)= lim x*+ lim 5x- lim 7= 0+ 0-7=-7

x - 0 x - 0 x - 0

Exemplo 16: Se f(x)= (x> + 4x- 1)(x’ + 4), temos:
lim f£(x) = lim [(x+ 4x- D3+ 4)] Lim (22 + 4x- 1) lim (x*+ 4) =
x - 2 x - 2 x - 2 x - 2

=( lim x*+ hm 4x - lim 1)( 11m X'+ hm 4)= (44 8-1)(8+4)=11x12=132

x - 2 x - 2

x*-1

Exemplo 17: Se f(x) 5 , temos:
x t1
. x2_1 ) xliﬂm3x2'1 ) xli}n3x2_xliﬂm31 ) 9-1 ) ﬁ ) i
reo3xtt] lim x*+1 lim x*+ lim 1 9+1 10 5
x - 3 x - 3 x - 3

Exemplo 18: Se f(x) (x’+ 2x)*  temos:

lim (x*+ 2x)* = [lim (*+2%)]* = (lim x*+ lim 2x)* = (1+ 2)* = 3* = 81

x - 1 x - 1 x - 1 x - 1
x° -
Exemplo 19: Se f(x) = temos
x>+ 1
3 3 i 3
x -1 .oox -1 [P 8-1 7
lim 5 = lim — = = - |L
x- 2\ x +1 x - 2x 41 lim x*+1 811 9
x - 2
1.5 Exercicios:
Calcule, se existir, os limites:
1. lim, (3x-7) 2. lim, (5x+2)
3. lim, (x*-2x-1) 4. lim, (2x*- 4x+5)
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5. lim, (x*+8)

7. lim, 4x-5
5x-1
2_
9. lim, x -5
2xt 6
1. lim, 8x+1
’ x+3
2_
13 lim, x"-49
x-7
2_
15. lim.s 4x° -9
2 2x+3
2_ -
17. lim, > - 8x"16
2x°-9x+t+ 4
3
+
19 xm-Z a 8
xt 2
2_
21. lim , 2’5—9
* 2x°+ Tx+ 3
23 xli—rr>ll \/;_1
x-1
. Vxt 2-\/5
25. lim,
X
3 2
- x- x+
27, lim, T X - x*10

X7+ 3x+ 2
Dada a fun¢do f(x)-

(29) Calcule lim  f(x)
x - -3
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6. lim_, (x* - 2x*+ 3x- 4)

+
8. lim, 3xt+ 4
8x-1
+
10. xli—n>l-l 22x—1
x -3x+4
o lim . |Et3xt4
o x——-1 x3_1
2_
14 lim., x“-25
xt5
16. limi 2!
R |
18, 1im 3x2-17x+ 20
T 457 - 25x+ 36
3_
20. lim, 1
x-1
) 8x* - 27
22, lims3 5
2 4x°-9
24. lim_, Nxt5-2
xt1
3.
26. lim, Vx-1
x-1
28, lim 2T x°3

X+ 2x%+ 6x-5

O0x%+9 se x< -3
%4 se -3<x<3

%x2-9 se x23

(30) Calcule lim f(x)
x - 0
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(31) Calcule lim3 f(x)

Calcule, se existir, os limites

(1) lim (x- | x|) 2) lim (x- | x|)
x - 1 x - 1
3) lim (x- | x|) 4) lim ——
x - 1 x - 0 |X|
(5) lim (6) lim ——
x - 0 _x| x - 0|X|
2 _ 2 _
(7) fim X! @®) lim X!
x - 17 x-1 x - 1
2_
©) lim !
x - 1 x-

02-x se x20

(10) Calcule lim f(x) para f(x)-=
-0 N2+ x se x<0

0-2xt+1 se x2 0

(11) Calcule lim f(x) para f(x)-=
X - 0 2x-1 se x<0

|-
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