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Modulo IV — Contagem. Inducao Matematica
O que e a Inducao Matematica?
Vocé esta subindo uma escada com infinitos batentes.

Como saber se sera capaz de chegar a um degrau

arbitrariamente alto?
Suponha as seguintes hipoteses:
1. Vocé consegue alcancar o primeiro degrau

2. Uma vez chegando a um degrau, vocé sempre

e capaz de chegar ao proximo
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Pela hipotese 1, vocé alcanca o primeiro degrau;
Pela hipdtese 2, vocé consegue chegar ao segundo;

novamente pela hipotese 2, chega ao terceiro degrau;

e assim sucessivamente.



Fund. De Matematica para Comp

Modulo IV — Contagem. Inducao Matematica
Primeiro Principio de Inducdo Matematica

Considere que P(n) € uma propriedade definida
para cada inteiro positivo n.

1. P(1) é verdadeira;

2. Para todo k, k inteiro positivo, se P(k) e
verdadeiro, entao P(k+1) é verdadeiro.
Desta forma provamos que P(n) € verdadeira para

todo inteiro n > 1.
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Exemplo: Suponha que um ancestral casou-se e
teve dois filhos. Vamos chamar esses dois filhos de
geracao 1. Suponha agora que cada um desses
filhos teve dois filhos. Entdo a geracao 2 contém
quatro descendentes. Imagine que esse processo
continua de geracao em geracao.

A geracao 1 possui 2 descendentes: P(1) = 21;
A geracao 2 possui 4 descendentes: P(2) = 22;
A geracao 3 possui 8 descendentes: P(3) = 23;
A geracao n possui 2" descendentes: P(n) = 2";
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Passo 1 Prove a base de inducao: P(1) é verdadeiro

Passo 2 Suponha P(k) verdadeiro

Passo 3 Prove P(k +1)
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1. P(1) =2 = 21, isto €, P(n) € verdadeiro
paran=1;

2. Suponha que P(k) = 2k (verdadeiro) para
k inteiro positivo.

3. Como cada geracao tem dois filhos, entao
P(k+1) = 2 P(k), isto e,
P(k+1) = 2 x 2k = 2k+1,
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Exemplo: Prove que a equacao a seqguir &

verdadeira para qualquer inteiro positivo n.

1+ 3+ 5+ ... +(2n-1)= n?

P(n): 1+ 3+ 5+ ... + (2n-1)= n?

1.
2.

P(1): 1 = 12, logo P(1) é verdadeiro;
Suponha que P(k): 1+ 3 + 5 + ... + (2k-
1)= k2 e verdadeiro;

Entao, P(k+1): 1+ 3 + 5 + ... + (2k-1) +
(2k+1) = k#+ 2k + 1 = (k+1)?
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Exemplo: Prove que a equacao a seqguir &
verdadeira para qualquer inteiro positivo n.
1+ 2+ 22+ ... +2"n=2n+1-1

Pn): 1+ 2+ 22+ ... +2n =20+l 1
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1. P(1):1+2=3=4-1=22-1, logo P(1)
e verdadeiro;

2. Suponha que P(k): 1+ 2 + 22 + ... + 2k =
2k+1 — 1 é verdadeiro;

3. Entao, P(k+1): 1+ 2 + 22 + ... + 2k 4+ 2k+1
=2|<+1_1+2k+1=2}{2k+1_1=2k+2_1
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Exemplo: Prove que, para cada inteiro positivo n,

nn+1)
2

1+243+...+n=

nn+1)
2

P(n):1+2+34+..+n=

I1(1+1)
2 ;
logo P(1) é verdadeiro;

. P(1):l=
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2. Suponha que

k(k+1)
P,

Pk):1+2+3+ ...+ k=

e verdadeiro;
3. Entao,

k(k+1)
)

—

Plk+1):1+2+3+..+k+k+1= +k+1

k(k+1) . 2(k+1) (k+1)k+2)
D R D

logo P(k+1) é verdadeiro.
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Uma definicao onde o item definido aparece como
parte da definicio € chamada de definicao por
recorréncia.

Uma definicao por recorréncia € formada por duas
partes:

1. Base ou condicao basica, onde algum caso
simples do item que esta sendo definido € dado
explicitamente.
2. Um passo de inducao ou recorréncia, onde novos
casos do item que esta sendo definido sao dados
em funcao de casos anteriores.
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Exemplo: A seqiiéncia S e definida por recorréncia
por

1. S(1) = 2

2.5(n) =25(nh-1)paran >1

S(1) = 2

S(2) = 25(1) = 2 x 2
S(3) = 2S(2) =2 x 4
S(4) = 25(3) = 2 x 8

4
8
16
S(5) = 25(4) = 2 x 16 = 32
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Exemplo: Escreva os cinco primeiro valores da
sequiéncia T, tal que:

1. T(1) =1

2. T(N) =T(nh-1) + 3, paran > 1
(1) =1
T(2)=T(1)+3=1+3=4
(3)=T(2)+3=4+3=7
T(4)=T(3)+3=7+3=10
T(5)=T4)+3=10+ 3 =13
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Exemplo: Seqiiéncia de Fibonacci: € uma
seqUiéncia introduzida pelo matematico italiano
Fibonacci e € definida por recorréncia da seguinte
forma:

F(1) =1

F(2) =1

F(n) =F(n-2)+ F(n-1), paran > 2
F(1) =1
F(2) =1
F(3)=F1)+F2)=1+1=2
(4) =F2)+F3)=1+2=3
(5)=F3)+F4)=2+3=5
(6) =F(4) +F(5) =3+5=28
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