Determinante de uma matriz

Seja A uma matriz quadrada de ordem 2

a,, a1 -
A= M. Definimos det(A) = ai11 a22 = ai12 az1
Ay Ay ]

Ex.: Seja A a matriz

I 20
A=1 [ Entdo, det(A) = 1x3 - 1x2=3-2=1
o3[

Determinante de uma matriz 3 x 3 - Regra de Sarrus (Pierre Frédéric Sarrus)

Seja A uma matriz quadrada de ordem 3

Definimos det(A) =
la,, a, a0 (A)
A=y a4y ayp. A11 az22 asz + ai2 az23 as1 + aiz azi as2 -

Hasl ay, agzﬁ d13 A22 A31 — Ai1 A23 A32 — Ai12 A21 aAs3

Regra de Sarrus

di11 A22 as3 + ai2 a3 asz1 + ai3 azi1 asz

— di13 d22 d31 — diil d23 d32 — di2 d21 As3

Ex.: Seja A a matriz

o 2 30 O 2 300 20
[ il il 00, <O
77 8 9F 77 8 98 A7 SR

Entdo, det(A) = 1x5x9 + 2x6x7 + 3x4x8 — 3x5x7 — 1x6x8 — 2x4x9 =
=45 +84 +96-105-48-72=0

PermutacOes de dois inteiros



Existem 2 = 2! permutacdes distintas do conjunto {1, 2}
{1, 2} {2, 1}

O numero de inversdes na permutacao {1, 2} éiguala 0
O numero de inversdes na permutacao {2, 1} éigual a 1

Uma permutacao é chamada par se o numero total de inversdes é um
inteiro par.

Uma permutagao é chamada impar se o nimero total de inversdes € um
inteiro impar.

{1, 2} é uma permutacao par
{2, 1} é uma permutacdo impar

PermutacOes de trés inteiros
Existem 6 = 3! permutacdes distintas do conjunto {1, 2, 3}
{1,2,3} {1,3,2}y {2,1,3}y {2,3,1}y {3,1,2} {3,2,1}
O numero de inversdes na permutacao {1, 2, 3} éiguala 0
O numero de inversdes na permutacao {1, 3, 2} éiguala 1

O numero de inversdes na permutacao {2, 1, 3} éigualal1 +0=1

Il
N

O numero de inversdes na permutacao {2, 3, 1} éigualal + 1

O numero de inversdes na permutacao {3, 1, 2} éiguala2 + 0 = 2

Il
(OV)

O numero de inversdes na permutacao {3, 2, 1} éiguala2 + 1
{1, 2, 3} é uma permutacao par

{1, 3, 2} é uma permutacao impar

{2, 1, 3} é uma permutacao impar

{2, 3, 1} é uma permutacao par

{3, 1, 2} é uma permutacgao par

{3, 2, 1} é uma permutacao impar

Seja A uma matriz quadrada de ordem 2



a,, a1
A= . Definimos det(A) = ai11 az2 = ai12 azi
dy; Ay ]

Observe que as ordens das linhas nos elementos da definicdo de det(A)
permanecem fixas e igual a {1, 2}, enquanto que as ordens das colunas
variam em cada parcela, correspondendo a uma permutacao de {1, 2}. O sinal
de cada parcela é dado pela classificacdao da permutacdo corresponde (par ou
impar).

Seja A uma matriz quadrada de ordem 3

Definimos det(A) =
Ua,, a, a;l (A)
A=y @y ayp. A11 a22 as3 + ai2 az23 as1 + aiz az1 as2 -

Hasl ay, agzﬁ di13 A22 A31 — Ai1 A23 A32 — Ai12 A21 aAs3

O mesmo acontece com det(A), as ordens das linhas nos elementos da
definicdo de det(A) permanecem fixas e igual a {1, 2, 3}, enquanto que as
ordens das colunas variam em cada parcela, correspondendo a uma
permutacao de {1, 2, 3}.

O sinal de cada parcela é dado pela classificacdo da permutacdo
corresponde (par ou impar).

Estas definicbes podem ser aplicadas para matrizes de ordem n x n, onde
n é um inteiro maior ou igual a 2.

Calculando determinante através de reducao por linhas
Teorema: Seja A uma matriz quadrada.

(a) Se A tem uma linha ou uma coluna de zeros, entdao det(A) = 0
(b)  det(A) = det(AT)

Teorema: Se A é uma matriz quadrada triangular n x n, entao
det(A) = ai11 @22 A33 === ann

Teorema: Seja A uma matriz n x n.

(a) Se B é a matriz que resulta quando uma Unica linha ou uma unica
coluna de A é multiplicada por um escalar k, entdo det(B) = k
det(A)

(b) Se B é a matriz que resulta quando duas linhas ou duas colunas de
A sdo permutadas, entdo det(B) = - det(A)

(c) Se B é a matriz que resulta quando um multiplo de uma linha de A
€ somado a outra linha, entdo det(B) = det(A)



(d) Se B é a matriz que resulta quando um multiplo de uma coluna de
A é somado a outra coluna, entdo det(B) = det(A)

Teorema: Se A é uma matriz quadrada n x n com duas linhas ou duas
colunas proporcionais, entao det(A) = 0.

Notacao: Seja A a matriz

A 0 20 B det(A 1 2
= , t t =
Hl 3@ entao et(A) 13
1 00
Ex.: [0 3 0]=3;
0 01
0 01 1 00
0 30=-0320=-3 as colunas 1 e 3 foram permutadas;
1 00 0 01
107 1 0O
0 30=1030¢=3 7 vezes a Ultima linha foi somada a primeira
0 01 |0 01
1 4
Ex.: =0;
2 8
1 -2 7
-4 8 5/=0,
2 -4 3

Calculando determinante através de reducao por linhas

00 1 50

Ex.: Calcule det(A), onde A = 53 -6 9%

2 6 1F



0O 1 5 3 -6 9 1 -2 3 1 -2 3
det(A) =3 -6 9 =10 1 5=-310 1 5=-310 1 5|-=
2 6 1 2 6 1 2 6 1 0 10 -5
1 -2 3
-310 1 5|=-3x1x1x(-55)=165
0 0 -55

Propriedades basicas dos determinantes:

(a) Se A é uma matriz n x n e k um escalar, entdo det(kA) = k" det(A)

(b) Se A e B sao matrizes quadradas n x n, entdao det(AB) =
det(A)det(B)

(¢)  Uma matriz quadrada A é invertivel se, e somente se, det(A) # 0

1
det(A4)

d) Se A éinvertivel, entdo det(A4™") =

Sistemas lineares da forma AX = AX
AX = AX <=> (A-AD)X =0

Os valores de A para os quais o sistema tem uma solugao nao trivial (X =
0) sao chamados de autovalores.

Se A é um autovalor de A,entdo cada solucdo ndo trivial de (A - AI)X =0
é chamada um autovetor de A associado ao autovalor A.

Ex.: Considere o sistema

Ex+ 3y=Ax O 300x0 ODAx(

<=> 0, ~00.0° 0.0 <=>
Q4x+2y= 1y 04 200vD oyl
0 300x0_ 0d 000xO 0l 3DDxD_/\Dl 000x [
0, ~00.0°0 00, [0 <=> 0, ~000°40. 000 <=>
04 200vo 00 Aoy 4 200vg 00 1govo

0 3 00x[ /\Dl 000x0 _ 000
0, ~00.0°40. ,00.0° 0.0 <=>
4 200yg 00 1ggvo oog



0. ~0- A0, 00007 0.0 <=>

Em 30 .0 ODEDxD 0ox
4 20 g0 1ggovo 00

d-4 3 00x0_ 000

i 00.0° 0.0 <=> (A-A)X =0
04 2-igoyg 00

e A a1 m-1 3 7

onde A - —H 4 2'AE

A equacao caracteristica de A é

det(A I 1 : 0

t(A - Al) = =

et( ) 4 9. ou

12-31-10= 0 <=> A+2)A-5=0 de modo que

os autovalores de A sdo A==-2e A =5
Ox [ ,

Por definicdo X = [J [] € um autovetor de A se, e somente se, X € uma
gl

solugao nao trivial de (A - AI)X =0

R 03 300x0_ 000 y ot [
= - => i 00 0° 0o => =0 [
04 400vd 00Q 0t
s -4 3000 000 ) ! \ -
= => i 00 0= 0.0 => =
04 -300vd 0] H EIH

Expansao em co-fatores; Regra de Cramer

Se A é uma matriz quadrada, entao o determinante menor do elemento
aij, denotado por Mi;, é definido pela pelo determinante da submatriz que
sobra quando a i-ésima linha e a j-ésima coluna de A.

O numero (-1)i+j Mij, denotado por Cij, € chamado de co-fator de aj;.

Ex.: Encontrando determinantes menores e co-fatores



03 1 -40

Seja 4= 72 5 6
91 4 8f
15 60 .05

Entéo, Mll - D |:|: 40- 24: 16/ Cll - (_ 1)] 1|:|
04 8 04
03 -40
M, =7 1= 18+8= 26,

02 6
03 -40

Cy, = (_1)32D

0= (-1)°26=-26
61

Calculando um determinante segundo os seus co-fatores:

Seja A = (aj;) uma matriz n x n. Entao

det(4) = a,,C,, + a,C, + ...+ a,,C,, ou
det(4) = a,,C,; + a,Cy t ..t a,,C,
0 3 | 00 3
Ex.:SejaA= 1-2 -4 30 Entfo det(A)= |- 2
55 4 -24H 5
0-4 30 0-2 30 0-2 -41
= 3] 0710 507 0p 0
0 4 20 0 5 20 0 5 4 0

= 3(-4)- 1(-11)+ 0(12) = - 12+ 11= -1

03 5 -2 60

Ex.: Calcule det(A) ondeA—H : 2 1%
B 0 2 4 1 510
13 7 5 3:

60
0= (-1)’16=16
8]

1
- 4
4

Operando com linhas e expandindo em co-fatores, nds obtemos:



3 5 -2 6 |0 -1 1
] 2 -1 1] |1 2 -1
2 4 1o 0 3
3 7 5 0 1 8
-1 1
--| 0 3 -(1)33-18
_ _ L
0 9

Matriz adjunta

S W = W

Se A é uma matriz n x n entdo a matriz adj(A) = (Ci;)" é chamada de

matriz adjunta de A.

e _ 0 20
Ex.: Seja A = %1 3
3 -1
logo adj(A) =transposta(H_ H)= i
-2 1
13 2 -10
Ex.: Seja A = Hl ) 3%. Entdo
2 -4 0f
6 3
C11 = (- 1)1+1 ‘: 12
-4 0
I 6
C,=(-D" = -16
2 -4
=D " =
22 ( ) ) 0‘
2 -1
Cy = (- )™ =12
6 3

-1 17

03 -20

I

C12 = (' 1)1+2

C21 = (' 1)2+1

C23 = (_ 1)2+3

C32 = (_ 1)3+2

].Entéo C;, = 3, C,=-1, C,,=-2, C,=1,



Cy = (- 1)3+3 =16

3
1 6

c,=12, C,= 6, C,=-1l6,
21 © 49 C22 - 29 23 169 '
C, =12, C,=-10, Cy,= 16

@
9

n2 6 -160 0 12 4 12(
logo adj(A) =transposta(H4 2 16H)=H 6 2 —10%
A2 -10 168 B-16 16 16F

Inversa de uma matriz usando a adjunta

] 1 :
Se A é uma matriz invertivel, entdo A4 '= Cld](A)
det( A)
1 20 03 -2[
Ex.: Seja A= .0, Entdo adj(A) = N, logo
30 -1 17
At 1D3-2D 03 -2[0
11 1T 1k
B 2 -10
Ex.: Seja A = %1 6 3D' Entdo
2 -4 0f

c,=12, C,= 6, C,=-16,
16,
L= 16

P
I
>
3
I
N
a
=
I

21 ©

C31 -

5
&Q 3
i
k=
9

12 4 12

0
. i r
logo adj(A) = g 6 2 10D
i

16 16 160



3 2 -1

det(A)=1 6 3=3 6 3
ot4)= “Tl-4 0 e )2 -4l
2 -4 0
= 3x12- 2% (-6)+ (- )x (- 16) = 36+ 12+ 16= 64
1 ID 12 4 12
A = adj(4A)= —2 6 2 -10-
[ i
det(A4) 64H 16 167
Regra de Cramer
Jx+ y=135
Ex.: Considere o sistema []
Jx-y=1
o 10 _ 05 10 o 50
ThH R MTE A TR
det( A4 det( A4
o detd) -6 L dei(d)
det(4) -2 det(4) - 2
Ox+ y+z=9
Ex.: Considere o sistema Hx+ y-z=1
Hx- ytz=5
o 1 10 Mo 1 10 a9 10 a1 90
A=l 1 -lar=fl 1 -1 A=l dg As= gl 117
A -1 18 5 -1 18 a5 1B A -1 5
_det(4,) y- det(A4,) _det(4,)
det(A) det( A) det( A)



