


Algebra Linear

Modulo Il — Vetores no plano e no espaco.

Teorema: Sejam U,V e W vetores e o um escalar.
(@ U-V=V.U:;
b) U-(V4+W)=U-V+U-W;
c) a(U-V)=(alU)-V=U-(aV);
d) V-V =||V||* >0, paratodo V e

(e) V.V =0 se, esomente se, V =0




Algebra Linear

Modulo Il — Vetores no plano e no espaco.
Produto vetorial: Dados vetores U = (uy, uo, u3)

e V= (v1,v9,v3) definimos o produto vetorial

U XV como o vetor

i ] k
UXV=|u u, us|=
v Uy U3
Uo U . U1 U . U1 U
_ 2 3 - 1 3 j+ 1 2 k
U9 Us U1 Us v U9

onde i=1(1,0,0), j=1(0,1,0) e k=1(0,0,1).




Algebra Linear

Modulo Il — Vetores no plano e no espaco.

Produto vetorial:

us Usg U
_ 0.0 1—10
U XV = ( Uy U3 v Uy ) ( , vy

+(0;0; ar ) —
v U9

( ug uUs uyp us uq

U9 Us Uvp U3 U1




Algebra Linear

Modulo Il — Vetores no plano e no espaco.

Propriedades do Produto vetorial:

(1) O vetor U x V é ortogonal aos vetores

UeV,istoé, U-(UxV)=V-(UxV)=0.

U-(UxV) =
Uo U3 uyp Us
(uh HQ;.H?,) ' y T ;
U9 Us U1 U3
uy U3 uyp  us
— U — U9 + us
U Us U1 Us

uq
U1

(45|
U1




Algebra Linear

Modulo Il — Vetores no plano e no espaco.

Propriedades do Produto vetorial:

(23]
(23]
(O8]

w9
u9
U9

us
us
U3

(2) UxV=-VxU

i
uq
U1

J
U9
U9

k

us
U3

— ().
1 ] k
— vy V2 Vs
uyp U9 Us




Algebra Linear

Modulo Il — Vetores no plano e no espaco.
Propriedades do Produto vetorial:
3) UxU =0
i ] k

Uy Us Uz | = 0

Uy Uz Us
4) U+V)xW=UxW+VxW
(5) (kU)xV =k(Ux V), para todo k € R.

(6) UxV =0 se, e somente se, os vetores U eV

sao paralelos (V=kU ).




Algebra Linear

Modulo Il — Vetores no plano e no espaco.

Propriedades do Produto vetorial:

(7) O médulo do produto vetorial UxV é
a area de um paralelogramo de lados Ue V.

[UxVI[ = [[U[l|lv]sena.

onde o é o angulo entre os vetores U e V.




Algebra Linear

Modulo Il — Vetores no plano e no espaco.
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Algebra Linear

Modulo Il — Vetores no plano e no espaco.

Propriedades do Produto vetorial:

Orientacao do vetor UxV:

V




Algebra Linear

Modulo lll — Vetores no plano e no espaco.
Os vetores canénicos

—(1,0,0), 7 =1(0,1,0) e k=1(0,0,1)

sao vetores unitarios (de norma igual a um) paralelos

aos eixos coordenados. Todo vetor V' = (v, vy, v3)

pode ser escrito como uma combinacao linear de ;;

e k

V = (v1,v9,v3) = (v1,0,0) + (0,v9,0) + (0,0, v3) =
= (1(0)+13((1()+v(( 0,1) =
= M ?, + U9 j + U3 /? .



Algebra Linear

Modulo Il — Vetores no plano e no espaco.

Z

A

X y

—

Vetores i, j e k




Algebra Linear

Modulo Il — Vetores no plano e no espaco.

V = Ul?—{— 0274— UgE




Algebra Linear

Modulo Il — Vetores no plano e no espaco.
Os vetores canonicos

ixi=0 jxj=0kxk=0,
ixj=k jxk=1 kxi=].
Ixi=—k, kxj=—i, ixk=—j
Exemplo:SejamV:§+2;—2EeW:354—/35.
Entao - ; X
VxW =1 2 —2| =2i-7j—6k
3 0 1




Algebra Linear

Modulo Il — Vetores no plano e no espaco.
Exemplo: Determine a area do paralelogramo de
vertices (0,0,0). (1,2,3) e (2.1.1).

A area ¢ 1gual ao modulo do produto vetorial dos
vetores (1.2.3) e (2.1.1). Temos que

|
(1,2,3) x (2,1,1)=1]1 2 3 (—1,5,—=3)
2 1 1

[(=1,5.3)]| = V152 + 32 = v/35.

Portanto, a area ¢ /35.




Algebra Linear

Modulo Il — Vetores no plano e no espaco.

Exemplo: Vamos calcular a area do triangulo
POR em que

P=(3,20), Q=(0,43) e R=(1,0,2).

V=RP=(3-1,2-0.0-2) = (2,2, -2)

W=RO=(0—1,4—0,3-2)=(—1,4,1).
VxW =12 2 =2|=(100,10)
-1 4 1




Algebra Linear

Modulo Il — Vetores no plano e no espaco.

Exemplo: Vamos calcular a area do triangulo
POR em que

P=(3,20), Q=(0,43) e R=(1,0,2).

V x W = (10,0,10) = 10(1,0, 1).

2

Vx W =100 (12 + 0%+ 12)

V x W1l = 10V2.

, 1
Area = §HV x W|| = 5v/2.




Algebra Linear

Modulo Il — Vetores no plano e no espaco.

Produto misto de trés vetores: Dados tres vetores de R?

u = (uy, uz,ug), v=(vy,v9,03) ¢ w= (wy, wy, w)

definimos o produto misto @ - (¢ X @) como

1

u-(vxXw) = u-| U
U1
U U3 uy
u . : S
Uy U3 U1

]

U9

U2

us

U3

k
Us —
U3
(3]
, Ul




Algebra Linear

Modulo Il — Vetores no plano e no espaco.

Produto misto de trés vetores:

Uy Uy U3
u - (’E_J X ?I}) = | U1 V9 Uy
wyp w9 Wy

Propriedades do produto misto:

1) O valor absoluto |- (v x @)]

¢ 0 volume do paralelepipedo de arestas w, v e w.




Algebra Linear

Modulo Il — Vetores no plano e no espaco.

2) u-(uxv)=0=wu-(vxu), poisuxuv

¢ ortogonal a u, logo w- (uxv) =0

3) O produto misto verifica as seguines relacoes

u-(vxXw)=—-u-(wxv)= w-(uxuv)

(correspondentes a trocar a ordem de colunas

em um determinante)

4) u-(wxw)=0=w-(uxw).

Exemplo: Sabendo que u- (v x w) = 2 determine

v (u X w)

,ow-(uxwv), w-(wxwv).




Algebra Linear

Modulo Il — Vetores no plano e no espaco.

Observe que
veo(uxw)=—-u-(vxw)= -2,
w-(uxv)=—u-(wxv)=u-(vxw)=2,

Projecao Ortogonal




Algebra Linear

Modulo Il — Vetores no plano e no espaco.
Sejam V| = projyy V e Vo =V —projy, V.
Vi =aWl.
Vo=V —alV.

VQ-W:(V—asW)-W:V-W—os||W||2.
Mas, V5 é ortogonala W, entao V5 - W = 0.

Portanto, V.W
¥y = .
W]

iV =V, =aW (V'W) W
o — — (¥ — .
s W2




Algebra Linear

Modulo Il — Vetores no plano e no espaco.
Exemplo: Sejam V' = (2,—-1,3)e W = (4, —1,2).
VVamos encontrar dois vetores V; e 1, tais que V' =
Vi+ Vs, V) éparaleloa IV e V5 é perpendicular a W/
Temosque V- W =244 (—1)(—1)+3-2=15

W =42 +(=1)* +2* =21.

V.-W) 15
Vi = projy, V = wW=1(-2Y(41 -19) =

20 5 10 6 2 11
%:V_‘/l:(2:_1:3)_(7?_??7):(__:__;— .




M Aigebra Linear N

A matematic

o
pY

Quando somos estudantes, nem sempre conseguimos atinar
com o objetivo de estudar determinadas matérias. E
comum se ouvir de garotos e garotas comentarios a

respelto desta ou daquela matéria, da qual nao conseguem
v:slumbrar necess:dade para suas vidas.

Contudo todo aprendlzad_o _Eode ser apllcavel em nossas
vidas. Vejamos, por exemplo;ar matematlca Aléem de nos
fornecer facilidade no-trate-com-os-calculos, sem.os quals
“ficaria compromeﬂdeﬂnesso-conferte— pois nao se
poderia construirasn rilhas de gernharia moderna,
“~ nem estabelecer relagoes comerciais_com os individuos e
““""as nacées, verificamos que eld se encontra presente em
. nossa intimidade,

e —



M Aigebra Linear N

E gracas a matemadtica que f
bomba cardiaca e os mo
avaliacao do estado de saude
individuos.

E, na nossa vida moral, podemos utilizar muito das
operagoes arltmetlcas mais simples.

tar as batidas da
iratorios para
rmidade dos

Assim, podemos subtralr um pouco do conforto de algumas
horas e aplica-las’em beneficio do préximo. Agindo assim,
-somamos mentos:paranos mesmos.

—

Se subtraimos o orgulho-do nosso-coracao, somaremos
‘humildade a nossa gersonalldade e.a.soma final'sera. .

T

SR r ndl G

Subtramdo erros das'nassas wdas somaremos mais anos
| de paz 3 nossa‘existéncia.

" | ———— — TES—— = ="



M Aigebra Linear N

Subtraindo a maldade da nc maremos amor e
bondade a nossa fe, conquis do de alegrias.

Quanto mais lutas redentoras, menos dares nos alcancarao
UERY o[-}

Quanto mais disposicao para a renovacao, menos
mqu:etudes em. nossas noites.

Quanto mals esforg:é pessoai menos desespero em nosso
b = traba#}e-dlano

Cmm— e e

T T i L i —

Quanto mals amor em nossosdlas, menos tortq(q a nos
anoes

q—-ﬁ"‘"?.-

Redagao do Momento | ES]WWO Ementario

—Espirita, de Divaldo-Pereira Franco;eap=Nasubtragao e na
soma.

M~

— e i S
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