F10Q0=20
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Algebra Linear

Modulo | — Operacdes sobre matrizes
Multiplicacao de matrizes
Dim (A) = mx k, Dim (B) = kxn

Dim (AB) = m x n

_ 3215
E A 1255 2 356
" — = )
- - 1423
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Algebra Linear

Modulo | — Operacdes sobre matrizes

, 125
1302
(3215

B=|12356
1423

12 28 21 32

Bl 07

12=1x3+2x2+5x1

11 =3x3+0x2+2x1

28 =1 x2+2x3+5x4

14 =3x24+0x3+2x4




Algebra Linear

Modulo | — Operacdes sobre matrizes

Ex.: Uma industria produz trés produtos, X, Y e Z,
utilizando dois tipos de insumo, A e B. Para a manufa-
tura de cada kg de X sao utilizados 1 grama do insumo
A e 2 gramas do insumo B; para cada kg de Y, 1 grama
de insumo A e 1 grama de insumo B e, para cada kg de
Z,1gramade A e 4 gramas de B. Usando matrizes
podemos determinar quantos gramas dos insumos A e
B sao necessarios na producao de x kg do produto X, y
kg do produto Y e z kg do produto Z.
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Algeb

ra Linear

Modulo | — Operacdes sobre matrizes

gramas de A/kg
gramas de B/kg

X =

A = 20+ y+4

x
Y

r+y+z

XY Z
1 1 1
214_‘A

Kg de X produzidos
Kg de Y produzidos
Kg de Z produzidos

| gramas de A usados
z | gramas de B usados
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Algebra Linear

Modulo | — Matrizes

Forma matricial de um sistema linear

AX =B
a, X, + X, + ax;+ ...+ a, x, = b,
{ Ay X) T Ay Xy T Ay Xyt ot dy X, = bz
arﬂlxl + amﬁxz + amBXS + + amﬂxﬂ — bm
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Algebra Linear
Modulo | — Matrizes

Forma matricial de um sistema linear

AX =B
a, X, + a,X,+ dx;+ ...+ a,x, b,
Ay Xyt AppXy t Ay Xyt b Ay, X, | D,
amlxl T amzxﬁ T afﬂ3x3 T T amﬂxﬂ_ _bf‘}’i’_
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Algebra Linear
Modulo | — Matrizes

Forma matricial de um sistema linear

AX =B
al | al? a13 a’ln xl bl
02 1 a22 a23 aZ Z xE — bZ
i aml amZ aﬁ?3 amﬂ ] L xﬁ? i bm
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Algebra Linear

Modulo | — Matrizes. Forma matricial de um sistema
linear

Ex.:

2x+3y—-7z=10 2x+3y—-7z) (10
S =
3x—5y+2z=15 3Ix=S5y+2z 15

(x )

2 3 -7 10
N V| =
3 -5 2 15

\%
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Algebra Linear
Modulo | — Matrizes

Transposta de uma matriz: AT

Definicao: Se A € uma matriz m x n qualquer, entao a
transposta de A, denotada por AT, € a matriz onde a
primeira linha de AT € a primeira coluna de A, a
segunda linha de AT € a segunda coluna de A, a
terceira linha de AT ¢ a terceira coluna de A, e assim

por diante q
Ex.:SeA=[ 2 | entao AT=[ 2 ]
B

Se A = ) entdio AT=|1 2 |




Algebra Linear

Modulo | — Matriz transposta

Se A =

1 35

207

entao AT =

Propriedades da transposta

(1)
(2)
(3)

(A-B) =

(A=A

A" - B'

(4)

(A+B) =A"+B" | (5

] 2 ]

0
(KA)T = KAT
(AB)T = BT AT



Algebra Linear
Modulo | — Matrizes

Traco de uma matriz

Se A € uma matriz quadrada, entao o traco de A,
denotado por tr(A), € definido pela soma dos elementos
da diagonal principal.

tr(ﬂ\) = dy1 + @->> + 8= + ... @nn

[ 1 2 -2] 32 1]
SejamA=| 3 0 -5 e B=| 2 3 5

-1 4 2 | 1 4 2]
Entédo tr(A) =1+0+ 2 = 3; tr(B) =3+3+2=28



Algebra Linear

Modulo | — Propriedades das matrizes

Sejam A, B e C matrizes com tamanhos apropriados, o
e [ escalares. Sao validas as seguintes propriedades
para as operacoes matricials:

(a) (comutatividade) A+ B = B + A;
(b) (associatividade) A+ (B + C) = (A+ B) + C;

(c) (elemento neutro) A matriz (), é tal que
A+0=A,

A matriz ) é chamada matriz nula



Algebra Linear

Modulo | — Propriedades das matrizes

(d) (elemento simétrico) Para cada matriz A,
existe uma unica matriz — A, tal que

A+ (—=A)=0.
(e) (associatividade) a(A) = (af)A;

(f) (distributividade) (o« + B)A = oA + BA;
(g) (distributividade) a(A + B) = oA + aB;

(h) (associatividade) A(BC') = (AB)C};



Algebra Linear

Modulo | — Propriedades das matrizes

(I) (elemento neutro) Para cada inteiro positivo p a matriz,

10 ... 0

01 ... 0
I, =

00 ... 1

chamada matriz identidade e tal que

Al,=1,A= A, paratodamatriz A
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Algebra Linear
Modulo | — Propriedades das matrizes
(j) (distributividade) A(b + (') = AB+ AC e
(B+C)A=BA+CA;

(k) «(AB) = (0« A)B = A(aB):
() (A = A;

(m) (A+ B)' = A + BY;
(n) (aA) = o A%;

(0) (AB)! = B A*;
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Algebra Linear

Modulo | — Propriedades das matrizes

(-1 0] [ 12
Ex.: Considere as matrizes A = eB=| _
2 3 30
Multiplicando AB e BA obtemos
-1 -2 3 6]
AB = | e BA = , 0 que mostra que
11 4 -3 0

AB # BA
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Algebra Linear

Modulo | — Propriedades das matrizes

Vamos verificar se para matrizes A e B,
guadradas, vale a igualdade

(A+ B)(A—B) = A* — B*.
(A+B)(A—-DB) = (A+B)A+(A+ B)(—B)

— AA+BA— AB—- BB = A>+ BA — AB — B?

Assim, (A + B)(A — B) = A% — B” se,
e somente se, BA — AB =0, ouseja, AB = BA.
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Algebra Linear
Modulo | — Propriedades das matrizes

Sejam 0 0 1 0
Azll 1] . lel 0].

Para estas matrizes

1 0] —1 0
A—I_B_-Q]__‘A_B_[ 01]1

0 0] I 0
2 2

o= [ 4]0




Algebra Linear

Modulo | — Propriedades das matrizes

Aplicacao: Cadeias de Markov: Vamos supor que uma populacao

é dividida em trés estados (por exemplo: ricos, classe média e
pobres) e que em cada unidade de tempo a probabilidade de

mudanca de um estado para outro seja constante no tempo, so
dependa dos estados. Este processo € chamado cadeia de

Markowv.

Seja tij a probabilidade de mudanca do estado j para o estado i
em uma unidade de tempo (geracao). Tome cuidado com a

ordem dos indices. A matriz

€ chamada matriz de transicao.

(1)
W A

1
fo1

131

()
\2/

t19
99
?L:EQ

(N
2

tiz |




Algebra Linear

Modulo | — Propriedades das matrizes

A distribuicao da populagao inicial entre os trés estados pode ser
descrita pela seguinte matriz: - -

m esta no estado 1
= 5 esta no estado 2
3 esta no estado 3

A matriz PO caracteriza a distribuicao inicial da populacao entre
os trés estados e € chamada vetor de estado. Apos uma unidade
de tempo a populagao estara dividida entre os trés estados da
seguinte forma

I t11p1 + t1ap2 + t13p3 estara no estado 1
P = to1p1 + toope + tosps estara no estado 2
| t31p1 +132p2 +t33p3 | estarano estado 3




Algebra Linear

Modulo | — Propriedades das matrizes

Exemplo: Vamos considerar a matriz de transicao T e o vetor de
estados inicial P, dados abaixo:

0,5 0,5 0,1 100.000 | esta no Est1
T=0,5 05 0,5 P,=|150.000 | estdno Est?2
0,1 0,1 0,5 1200.000 | esta no Est 3

Admitindo que a unidade de tempo seja de 10 anos, qual a
situacao da populacao apos 30 anos? Considere os estados:

Est 1: ricos; Est 2: classe media; Est 3: pobres.
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0,5
0,5
0,1

10,5
0,5

0,1

10,5
0,5

0,1

Algebra Linear

Modulo | — Propriedades das matrizes

0,5 0,1°
0,5 0,5
0,1 0,5

0,5
0,5
0,1

0,1
0,5

0,5

0,5 0,1]
0,5 0,5

100.000
150.000
1200.000

[145.000 |
225.000

0,1 0,5

125.000

197.500 |
247.500

[145.000 |
225.000

125.000

197.500 |
247.500

| 99.500

$232.450]
272.250

| 99.500

94250

esta no BEst1
esta noEst 2

esta noEst3



Algebra Linear

Modulo | — Tipo de matrizes

Matrizes Zero

Uma matriz com todos os seus elementos nulos.

, (0 0 0
0 0 0000 0 000
0], 0 0" [00 0 Of 00’ 00 0
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Algebra Linear

Modulo | — Propriedades da matriz nula

Propriedades.
(1TA+0=0+A=A
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Algebra Linear

Modulo | — Matrizes, ldentidade

Uma matriz quadrada com todos os seus elementos
nulos parai #jeiguais a1 quando i =j.

. i 1 0 0 O
i q 1 0 0
| [ 0 0100
L], |01 o], .
0 1 0O 010
' 0O 0 1 |
- - 0101

Propriedades:
(HYAI=1A=A
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Algebra Linear

Modulo | — Matriz inversa

Dada uma matriz quadrada A, se pudermos encontrar
uma matriz quadrada B de mesmo tamanho tal que
AB = BA = |, entao diremos que A ¢ invertivel e que B

€ uma inversa de A.

B=| e uma inversa de A = | POIS
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Algebra Linear

Modulo | — Matriz inversa

3 5 2 -5 1 0
AB = = =1 e
1 2]]1-1 3 01
2 -5 1 0
BA = — =
-1 3|1 2 0 1
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Algebra Linear

Modulo | — Matriz inversa

(3 0
EX.: A = é uma matriz sem inversa pois
11 12 0 _ 0
21 22 ] LOJ _0
1 0
Assim, BA # 1 = |
10 1




Algebra Linear

Modulo | — Matriz inversa

Propriedades:

(1) Se B e Csaoinversas da matriz A, entao B = C

a b
(2) A matriz A = } é invertivel se ad - bc # 0.
C
Neste caso, | 1 Jd -b
Al =
ad-bc |- c¢c a

(3) Se A e B sao matrizes invertiveis de mesmo tamanho,
entdo AB é invertivel e (AB)* = B*A!
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Algebra Linear

Modulo | — Matriz inversa

Propriedades:

(4)  Se A é uma matriz invertivel, entdo A* é invertivel e
(AT =A

(5) Se A € uma matriz invertivel, entdao kA e invertivel e

1
(KAY! = — A

k
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Algebra Linear

Modulo | — Matriz inversa

Ex.: Calcule as inversas das seguintes matrizes

(1 0 - (0 1] 2 (31

DA=101 IB=11 0 Y752
101

Ex.: SejaamatrizA= 1|1 1 0] . Determine se A
011

é invertivel e, se for, encontre sua inversa.



Algebra Linear

Modulo | — Matriz inversa

a bl O 1 O (ax1+bx0=1 a=1
—> < —>

c di||0 1 0 1 \axO—l-bxl:O b=0

a b|1 0] [1 0 (ex1+dx0=0
= . g

c di||0 1 0 1 cxO0+dxl=1 d=1
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Algebra Linear

Modulo | — Matriz inversa

a b c|1 0 1] [1 0 0
d e f|Il 1 ol=(0 1 0|=
g h i |0 1 1] |0 0 I
‘a+b=1 ‘a=1-b )
b+c=0

b+c=0 = <b+c=0 = <

N\

—b+c=-1
atc=0 1-b+c=0 )

2c=—1 = ¢=-0.5
b—05=0 = b=0.,5



-

,Irméos 'emPerigo
. s que oretendem transformar 0 prox1mo
um dia para outroye golipesy erbals ~

“vl

Os que descobrem res mtellgentes e
bons conselhos para todas aSpessoas, dlstraldos
dos problemas que Ihes sao pre nos

ye colocam a mente em} utro mundo de

~
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em dez anos .1




O que reconhecem a grandeza das verdades
.divinas,- mas que jamais dispoem de tempo para
,cultwa Ias em favor da proprla |Ium|na<;ao

|da yente para amanha 0
do}amor ao proximo.

Os que adiam Tdtef _
servigo da compreensa‘_
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